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1 Un exemple concret simple :

Unexemple concret simple :

Bl

Imaginons que nous voulons trouver les coordonnées x et y du point d’'intersection de deux

droites. Chacune répond a une certaine équation linéairel (les x et y apparaissent chacun

au ler degré) :

équation « linéaire »

N - ax+by=p
) ’

ex+ dv=gq

M X
FIGURE 1 - Equation linéaire

Leur point d’intersection appartient a chacune des deux droites, donc ses coordonnées
x et y doivent satisfaire les deux équations simultanément. Mathématiquement, ces
équations forment un systeme (ici de deux équations a deux inconnues) :

ax+by=p
cx+dy=q

Le calcul matriciel permet de trouver, en une seule opération, le couple de nombres (x, y)
qui constitue la solution de ce systéme. On peut donc dire, en quelque sorte, qu'une telle
opération est « collective » (deux inconnues sont trouvées en une opération). C’est le grand
intérét des matrices, elles permettent d’effectuer des opérations mathématiques sur une
grandes quantité de nombres simultanément. En langage matriciel le systéme se traduit

comme suit :

ax+by=p
cx+dy=q

Chaque tableau de nombres entre parentheses est une matrice. Dans le membre de droite
les deux matrices sont multipliées entre elles. Le produit matriciel doit donc étre défini de
maniere a retrouver dans cette écriture le systeme d’équations de départ. C’est ce dont nous

discutons dans la section suivante.



2 Produit de matrices:

Le fait qu'’il faille retrouver le systeme d’équations a partir de cette écriture matricielle va

nous guider pour découvrir quelques premieres regles de calcul matriciel.

Nous retrouvons le membre gauche de la premiere équation en multipliant les nombres de
la premiere ligne de la premiere matrice (a, b) par ceux de la premiere (et unique) colonne

de la deuxieme matrice (x, y), puis en additionnant les résultats.

(ax+ by

|
\ /

FIGURE 2 — Equation linéaire

Et nous retrouvons le membre gauche de la deuxieme équation en multipliant les nombres
de la deuxieme ligne de la premiére matrice (c,d) par ceux de la premiere colonne de la

deuxiéme matrice (x, y), puis en additionnant les résultats.

fa bM-x\ (p
)l
( ax+ by

| i y |
\ X +dy )

FIGURE 3 — Equation linéaire

Ces opérations rappellent des produits scalaires :
e le produit scalaire de la premiere ligne avec la premiere colonne

(a,b).(x,y) =ax+ by

* le produit scalaire de la deuxieme ligne avec la premiere colonne

(c,d).(x,y)=cx+dy

De cette maniere, le produit des deux matrices fournit bien ce que nous voulions :

SR bed



3 FEgalité de matrices :

Apres avoir effectué le produit des deux matrices, nous obtenons une égalité entre deux

matrices :

ax+by p
cx+dy q
Pour retrouver les deux équations elles-mémes, nous devons admettre que deux matrices

sont égales si chaque élément dans I'une est égal al’élément qui est situé a la méme position

(ligne,colonne) dans I'autre.

4 Notation symbolique des matrices :

Afin de pouvoir désigner les matrices plus facilement, attribuons-leur des symboles :

FIGURE 4 — Equation linéaire

* A estla matrice du systéme d’équations, elle contient les coefficients des inconnues x
etde y. Elle posséde deux lignes et deux colonnes; c’est une matrice 2 2 (sous-entendu
a 2 lignes et 2 colonnes). Il s’agit d'une matrice carrée (méme nombre de lignes et de

colonnes).
* X est la matrice des inconnues x et y. Elle possede deux lignes et une seule co-
lonne;c’est une matrice 2 1 (sous-entendu a 2 lignes et 1 colonne). C’est une matrice

colonne, ou plus simplement un vecteur colonne;

e P est la matrice des termes indépendants. C’est aussi une matrice colonne 2 1 ou un

vecteur colonne.
Avec cette notation, nous arrivons a une écriture tres compacte :

AX=P



5 Inverse d’'une matrice:

Nous pourrions étre tentés de résoudre cette équation en écrivant simplement
P -1
X=—=A""P
A

mais cette opération n’a rien de la division par un simple nombre. Dans la suite nous allons
non seulement découvrir que cette opération est permise et a du sens, mais aussi trouver
com ment la réaliser au moyen des quatre opérations arithmétiques de base. L'aboutisse-

ment sera la découverte des éléments de A~L.

6 Résolution ordinaire du systéeme :

1] Afin de découvrir les éléments de la matrice A™!, résolvons le systtme de maniere
ordinaire, par élimination de variables. La longueur du processus montrera bien I'intérét

d’une résolution matricielle. Rappelons que le systeme est
ax+by=p
cx+dy=gq

2] Commencons par éliminer y. Pour cela, multiplions la premiere équation par d (qui est le

fac teur de y dans la seconde) et la seconde par b (qui est le facteur de y dans la premiere) :

{ ax+by=plxd - { adx+bdy=dp

cx+dy=ql*b cbx+dby=bq

3] Soustrayons la seconde de la premiere. Les termes bd y se simplifient. Il reste :
adx—bcx=dp—-bq

4] Mettons x en évidence dans le membre gauche :

dp—bq

d—bc)x=dp—bq isol finx:x=
(a c)x p — bqg isolons enfin x : x 2d—be



5] Recommencons, mais cette fois en éliminant x. Pour cela, multiplions la premiere
équation par c (qui est le facteur de x dans la seconde) et la seconde par a (qui est le facteur

de x dans la premiere) :

{ ax+by=pl*c { acx+bcy=dp

cx+dy=ql*a acx+ady=bq

6] Soustrayons la seconde de la premiere. Les termes acx se simplifient. Il reste :
bcy—ady=cp—-aq

7] Mettons y en évidence dans le membre gauche :
(bc—ad)y=cp-aq

8] Changeons les deux membres de signe (I'utilité apparaitra un peu plus loin) :

aq-cp
ad—bc

(ad—bc)y=aq—cpisolonsenfiny:y=



7 Déterminant dune matrice2x2:

Nous voyons que le méme dénominateur ad — bc apparait dans les solutions de x et y :

_dp—-bq
*= ad—bc
_aq—cp
y= ad—bc

Ce nombre est calculé en utilisant tous les éléments que de la matrice A, et seulement eux.
Il est la différence entre le produit ad des éléments de sa diagonale principale (\) et le
produit bc des éléments de son autre diagonale (/). S’il était nul, x et y seraient infinis : le
systéeme n’aurait pas de solution. Ce nombre est donc déterminant pour I'existence méme
d’une solution. Pour cette raison il est nommé déterminant de la matrice A et il est noté
det(A):

det(A) =ad-bc

En multipliant les expressions de x et y ci-dessus par det(A), nous pouvons écrire plus sim

plement :
det(A)x = dp—-bqg
det(A)y=aq—-cp=-cp+aq

ou encore, en adoptant la notation matricielle :

L)

det(A)x
det(A)y




8 Produit entre un scalaire et une matrice colonne:

Examinons a présent la matrice dans le membre gauche. Ses éléments possedent un facteur

commun, det(A)x.

.-.
. R
— Y

FIGURE 5 — Equation linéaire

De la méme maniere que le produit entre un scalaire et un vecteur est un nouveau vecteur
obtenu a partir du précédent en multipliant toutes ses composantes par ce scalaire, nous
définirons que le produit d 'un scalaire et d'une matrice colonne est une nouvelle matrice
colonne obtenue a partir de la précédente en multipliant tous ses éléments par ce scalaire;
la multiplication est distribuée sur tous les éléments, I’'opération réciproque étant la mise

en évidence :



9 Ecriture matricielle de la solution :

Mettons donc det(A) en évidence :

)

ou encore,en divisant les deux membres par def(A) :

R 1Y

En comparant cette formule-ci avec la solution X = A~' P que nous avons écrite plus haut

det(A)

en nous demandant si elle avait du sen, nous pouvons maintenant répondre par I’affirma-

tive puisque nous découvrons comment calculer les éléments de la matrice det(A) :

B d -b
det(A)™ = zlx A)( )
—-C a

Ses éléments ressemblent a ceux de la matrice du sytéme, mais il ya quelques différences :
- les deux éléments de sa diagonale principale (\,) ont été intervertis;
- des deux éléments de son autre diagonale (/). Sont été change de signe;

- et elle est multipliée par 1/det(A) :

10 Produit entre un scalaire et une matrice carrée :

Pour pouvoir interpréter le résultat obtenu ci dessus pour A1, voyons comment effectuer
une multiplication entre le scalaire 1det(A)/ et une matrice 2 x 2. Pour ce faire, multiplions

par 2 un produit matriciel que nous avons déja rencontré. Nous déduisons successivement :

o @ b X iZ ax + by i 2ax + 2by i 2a 2b X
c d y ) ex+dy )] \ 2ex+2dy ) \ 2c 2d y

FIGURE 6 — Equation linéaire

10



Les justifications des différentes étapes sont les suivantes :

1. application de la loi de multiplication de deus matrices (effectuer le produit)
2. application de la loi de multiplication entre un scalaire et une matrice colonne

3. application de la loi de multiplication de deux matrices (décomposer en un produit)

En comparant la premiére et la derniére expression, nous pouvons conclure que pour

multiplier une matrice par 2 il faut multiplier tous les éléments de la matrice par 2.
Ce qui vient d’étre fait peut étre généralisé a une multiplication par n'importe que scalaire a :
a b aa ab
a =
c d ac ad
La multiplication qui apparait dans I'expression de A™! écrite a la fin de la section précé-

dente a donc du sens et nous sommes parvenus a découvrir comment calculer ses éléments.

Le systeme de deux équations a deux inconnus est finalement résolu.

11



11 CONCLUSION:
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