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Géométrie 5
Droites particuliéres

Dans un triangle, la somme des angles fait toujours 180°
La somme de deux angles complémentaires = 90°
La somme de deux angles supplémentaires = 180°
Dans un triangle rectangle B
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Dans un triangle isocéle (2 coté de méme longueur) et angles adjacents a la
base égaux.
p=2a+b

S= Z\/4a2 — b2

Si I’angle en A d’un triangle isocele vaut 300 Alors I’angle B ou C vaut 75°

Dans un triangle équilatéral (3 cotés de méme longueur) tous les angles o
sont égaux 60°.
p =3a

V3

=2—
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Angles opposés par le sommet ORANGE
Angles correspondants ROUGE
Angles alternes — externes BLEU

La bissectrice d'un angle est la demi-droite qui divise cet angle en deux
angles égaux. Bissecttice d'un angle

La médiatrice d'un segment est la droite qui est perpendiculaire a ce
segment et qui passe par son milieu.
Wédiatrice d'un segment
Une hauteur d'un triangle est une droite qui passe par un sommet du
triangle et qui coupe son coté opposé en formant un angle droit. 4

Une médiane d'un triangle est une droite qui passe par un sommet et qui
coupe le coté opposé en son milieu.
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Dans un triangle sont concourantes,
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Points particuliers d’un triangle

e les 3 bissectrices issues des angles se coupent toujours en un méme point
e les 3 hauteurs, les 3 médianes, et les 3 médiatrices d'un triangle

= Le point d'intersection des médianes s'appelle le centre de gravité du triangle.
Il est situ¢ exactement aux 2 tiers des médianes lorsque I'on part des sommets.

= Le point d'intersection des hauteurs s'appelle I'orthocentre du triangle.

= Le point d'intersection des médiatrices n'a pas de nom, mais c'est sur ce point qu'on doit placer la
pointe d'un compas pour tracer le cercle qui passe par les 3 sommets du triangle, appelé cercle
circonscrit au triangle.

=  Enfin, le point d'intersection des bissectrices n'a pas de nom non plus, mais il permet de construire le
plus grand cercle qu'on peut placer a l'intérieur du triangle, appelé le cercle inscrit.

Cercle circonscrit
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Cercle inscrit
centre de gravité orthocentre H
(en rouge)
Propriétés des quadrilatéres
Nom Cotés Diagonales Figure
e S
/ yd
Parallélogramme| Cétés opposés paralléles et de méme longueur Les diagonales se coupent en leur milieu. /,/ yd
-

Losange |Cotés de méme longueur, cités opposés paralléles|

Les diagonales se coupent en leur milieu et sont perpendiculaires.

Rectangle C6tés opposés paralléles et de méme longueur

Les diagonales se coupent en leur milieu et sont de méme longueur.

Carré |Cotés de méme longueur, cités opposés paralléles|

Les diagonales se coupent en leur milieu, sont perpendiculaires et sont de méme longueur,

Géométrie 4

Théoréme de Pythagore

Vocabulaire

Le plus grand c6té d'un triangle rectangle s'appelle I'hypoténuse o’&b°°96
o®

Théoréme de Pythagore A

Dans un triangle rectangle, le carré de la longueur de I'hypoténuse est égal a la somme

des carrés des longueurs des deux autres cotés

Dans le triangle ABC rectangle en A, BC>>AB*+AC>.

C
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Utiliser le théoréme de Pythagore

Pour utiliser le théoréme de Pythagore, on doit connaitre les longueurs de deux c6tés d'un triangle rectangle.

Méthode

1 - Ecrire 1'égalité. Par exemple AB*+AC?>=BC>.

2 - Remplacer les cotés connus par leur longueur. Par exemple, 4>+AC>*=72.
3 - Calculer les carrés de ces nombres. Exemple : 16+AC*=49.

4.- Utiliser les régles sur les équations. Exemple : AC*=49-16.

5.- Calculer l'autre c6té. On obtient AC>=33.

6 - Calculer la racine carrée du résultat obtenu. AC mesure environ 5,74 cm.

Remarque : Le théoréme de Pythagore est particuliérement utile pour calculer des longueurs qu'on ne peut pas mesurer, comme des grandes
distances sur la Terre ou dans l'espace (astronomie).

La réciproque du théoréme de
Pythagore

Si le carré de la longueur du
plus grand co6té d'un triangle est
égal a la somme des carrés des
longueurs de ses deux autres
cotés alors ce triangle est
rectangle.

Réciproque du théoréme de Pythagore

Meéthode et exemple :

Question : le triangle ABC ci-contre est-il rectangle

o
Meéthode : On calcule séparément AC? et AB*+BC?
ey et on compare les résultats obtenus.
On conclut.
1em 7 em AC*=152=225

AB*+B(C?=122+9%=144+81=225.

On a bien AB>+BC*=AC2

D'aprés la réciproque du théoréme de Pythagore, le
triangle ABC est rectangle en B.

Géométrie 3

Pour utiliser le théoréme de Thales

On doit étre en présence de deux droites paralleles (vert) coupées par deux droites sécantes (bleu).

On pourra caleuler AC ef en deduire BC.

On pourra caletier CE

Théoréme de Thales

Si A, O, B, C, D sont cinq points tels que: B

- (AD) et (BC) sont paralleles.

- (AC) et (DB) se coupent en O.

0D _ 0A _ AD

Alors .F===——=
0B~ oc  BC D
OD < OB et OA<OC et pour les paralleles AD <BC Calcul d’une proportion :
2 =1=078donc AB=5%0,78
7
E = 6 = 0,78 donc AB =5+ 0,78
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Méthode Ecriture des rapports
1. Enoncer le théoréme et on écrit les rapports égaux. c 1-Onpartde B
2. Remplacer les longueurs connues par leurs valeurs 2 Cmeneisiia drois (A%
numériques et on raye le rapport inutile. 2 2
3. Réaliser un produit en croix. A g B BD

E “BEmc

Pour écrire les rapports égaux : ’ 554 00_A0
1. Repérer le point d'intersection des deux droites non-
parallé'le.s. ] ) ) Utilisation du théoréme
2. Choisir l'une des deux droites qui passe par ce point. o
3. Rester sur cette droite et en partant toujours de ce On sait que (FA) et (CN) sont paralléles.

point et écrire le rapport de la plus petite longueur par la ’ " (Calculer CN.
plus grande. X

4. Faire de méme sur 'autre droite qui passe par ce point. D'aprés le théoréme de Thalés :
5. Ecrire le rapport de la plus petite longueur par la plus e _Mpus=2t=-"
grande sur les deux droites paralléles. oa of fa oa 6 7

Remarque : On peut aussi écrire les rapports des grandes longueurs par Alors cn = (7 x 4) + 7~4,7cm

les petites, mais dans ce cas, il faut bien le faire pour les trois rapports.

Comment utiliser Réciprocité du théoréme de Thales

La réciproque du théoréme de Thalés permet de démontrer que des droites sont paralléles (ou qu'elles ne le sont pas).
Exemple

Pour démontrer que les droites ci-dessus (XY) et (WZ) sont paralléles, on calcule séparément les rapports % et ‘:—;

et on montre qu'ils sont égaux.
124 3 3 2 vz 2 1

vy_m=9_3e xy_6_3
e ::—; donc d'apres la réciproque du théoréme de Thalés, les droites (XY) et (WZ) sont paralléles.

vy
Geométrie 2

Droites de I’espace

Dans I'espace, deux droites peuvent étre :

- parallgles.

- sécantes si elles se coupent en un point.

- ni paralléles ni sécantes (a la différence des droites d'un plan qui sont toujours
soit paralleles soit sécantes). Lo ot g o L s oz ot
- perpendiculaires (et donc sécantes) si elles se coupent en formant un

angle droit.

- orthogonales s'il existe une paralléle a la premiére qui est

yomaf-

1
~-
.
.
o . /

perpendiculaire a la deuxiéme. Py e
Les droites roses sont sécantes Les droites oranges ne sont
et perpendiculaires ni paralléles ni sécantes

Plan dans I’espace
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Deux plans de I'espace peuvent étre :
- Parall¢les et distincts.
- Parall¢les et confondus.

- Non paralléles. Dans ce cas, ils sont . Leur intersection est une droite.

Les solides

Volume d'un cube, d'un pavé et d'un prisme
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Les deux plans ci-dessus sont sécants
Leurintersection est une droite

Pour calculer le volume d'un cube, d'un pavé ou d'un prisme, il faut multiplier l'aire de sa base par sa hauteur.

V' =3x10x3=90 em’ V=
l
h

Volume d'un céne et d'une pyramide

i

5%3 p R
=i =4=30 em’
5 5

Pour calculer le volume d'un cone ou d'une pyramide, on multiplie 1'aire de sa base par sa hauteur, puis on divise le

résultat obtenu par 3.

£ 4

- sz D3
V= 7"?” 28 cnt?

=2m~T5em’

Géométrie 1

Le théoréme d'Al-Kachi

Le théoréme d'Al-Kachi permet de calculer des longueurs dans un triangle quelconque
lorsqu'on connait la mesure d'un angle et les longueurs des cotés adjacents a cet angle. oncomnait
Le théoréme d'Al-Kachi est plus puissant que le théoréme de Pythagore, car il ne

nécessite pas la présence d'un angle droit !

Théoréme

on connait

on connait

A

on peut caleuler

Dans un triangle ABC, on a toujours : HBESAC2 HBC = 2ACYBC)(Cos(CA.CEY)

Démonstration 23] - .
Remarquons d'abord que pour tout vecteur i, comme |a[ - (a8+c8f e Cneicompose B on e
. N N . N . H,ﬁ‘r = (E“F EB‘)«(EJrﬁ) €«———— Onappliguele camré.

u? = 4.4 = ||| = ||d]] * cos0on a u? = ||u?|| On développs avec

Dans un triangle ABC quelconque, on a donc :

[F[ - 36 5+ 30 T84 B 36+ 55 08 -

la double distributivité

HEB“F = ‘lAAC"HQ +2x AT ﬁ+“ﬁ‘r €«——— Onreduit

P - o -0 7 o 0=

D'ou la formule du théoréme. |22[ = [acT + [FB[ - 2x A8 con@h < o S0 E S

Le cercle et le triangle rectangle

Propriété

Tout triangle formé par deux points du diamétre d'un cercle et un autre point sur le

cercle est rectangle.

Autrement dit, un cercle de diamétre [AB] est I'ensemble des points M tels que

(MA)L(MB).
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D, . — — — —

¢monstration aussi a (MI+IA).(MI-] J:O, avec la troisiéme identité

Nous savons qu'un cercle de centre I et de rayon r est I'ensemble remarquable.

des points M tels que IM=r. L . Comme 1 est le milieu de [AB], on a IB=-IA.

Prenons A et B deux points aux extrémités d'un diamétre de ce o . (m_rm) (H'HI_B')—O

cercle : comme le centre du cercle est au milieu du diamétre, le IM=IA est donc équivalent ) ~ etdonc
cercle est l'ensemble des points M tels que IM=IA. a MA.MB=0 en utilisant la relation de Chasles. e
IM=IA est équivalent a IM>=IA? car des lglglﬁurs sont toujours  Le cercle est donc I'ensemble des points M tels que MA.MB=0.
positives, et donc 8 MI>-[A>=0, et donc & MIZ-IA2=0 | et donc C'est donc I'ensemble des points M tels que (MA) L(MB).

Les médianes d'un triangle sont concourantes

Propriété
Les médianes d'un triangle se coupent toutes au méme point et ce point est situé
aux deux tiers des médianes en partant des sommets.

Démonstration

La droite d’Euler

Propriété
Dans un triangle ABC quelconque :

« le centre O du cercle circonscrit
* le centre de gravité G
* l'orthocentre H

sont toujours alignés.

Démonstration

La loi des sinus

Propriété
Dans un triangle ABC quelconque,
Si a=BC, b=AC et c=AB,

sina sinb sinc
Alors . = =

a b c

Démonstration

. Sin((’i)=D SW(%)=D
Appelons h la longueur de la hauteur issue de A. Nous avons b et €

Donc h=b5in(é) et = csin(@)

Donc bsin(é) = csin(é).
sin(é) B Slﬂﬁ

Donc ¢ b

En utilisant 1'une des deux autres hauteurs du triangle ABC, on peut obtenir une égalité similaire, ce qui nous prouve la
double égalité.

Les transformations du plan

Math76-10 Géométrie


https://www.cmath.fr/3eme/identites_remarquables/cours.php#id3
https://www.cmath.fr/3eme/identites_remarquables/cours.php#id3
https://www.cmath.fr/2nde/vecteurs/cours.php#somme
https://www.cmath.fr/5eme/geometrie/cours.php
https://www.cmath.fr/5eme/geometrie/cours.php#tri
https://www.cmath.fr/5eme/geometrie/cours.php#tri

Mathématiques Date :

. . o 17/08/2024
Fiches : Géometrie
La symétrie axiale La symétrie centrale
s
B B B € \\\\
A | AN AR
Af'\ \ A:"\ \ - ‘._\ A
., ", Y NS
Sy LA N ®
clT y

o 3 hY r
Effectuer une translation de vecteur & consiste a déplacer tous
les Boints d'un plan en suivant la direction, le sens et la longueur B &
de &. A/\; N\

Effectuer une rotation de centre O et d'angle orienté o consiste
a faire tourner tous les points autour de O avec un angle orienté

a. On a OA'=0A et (04, 0A=qa

L'image d'un point A par une homothétie de centre O et de

— —
rapport k est le point A' tel que C*A'= LA (pour cette figure, g
k:(),s) A/\\ -\_.\ . C“.‘_\\A
\\\ ..'\ Q .“/>
v
&
Propriétés

La symétrie axiale, la symétrie centrale, la translation et la rotation conservent les longueurs.
Par contre, une homothétie de rapport k multiplie les longueurs par |k|, les aires par k? et les volumes par [k|3.
Exemple, si 'aire d'un triangle = 100 cm?, l'aire de 1'image de ce triangle par une homothétie de rapport 3 = 900 cm?.

Géométrie TS
Equation d'une droite de l'espace
La notion de colinéarité de vecteurs se généralise dans 'espace : deux vecteurs sont

colinéaires s'il existe un nombre k tel que 1'un soit égal a k fois l'autre. ‘ &
Pour déterminer 1'équation d'une droite (d) de I'espace de vecteur ‘ st

-
directeur Y%y ¥y . Zy) et passant par un point A(xA;yA;zA), on écrit que (d) est

X — Xg Xy |
I'ensemble des points M(x;y;z) tels que AM = ()’ - }’a> etv = ()’y) soient

zZ— 2z, zy
colinéaires.

ey > .o, . . —
Comme AM et v sont colinéaires, il existe un nombre k tel que AM = &v.

Donc :
x—x,=kxx, x=x,+Hhx,
y=ya=kxy, y=ya+ky,

z—z,=kxz z=z4+kz,

» donc
Ce dernier systéme est appelé équation paramétrique de (d).

Equation d’un plan dans 1'espace

La notion d'orthogonalité de vecteurs se généralise aussi dans I'espace : deux vecteurs de I'espace sont orthogonaux si
leur produit scalaire est nul.

11 est possible de calculer I'équation d'un plan de I'espace lorsqu'on connait un point du plan et un vecteur normal a ce
plan.

Appelons A le point connu et ufa.b,c) e vecteur normal.
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Le plan est I'ensemble des points M(x;y;z) tels que AM et T sont orthogonaux.
Comme ils sont orthogonaux, leur produit scalaire est nul.
AM =0
S (x—xgaty-—yb+iz—z0c=0
Saxtiytez—ax, by, —ez, =0
Donc si un point M(x;y;z) appartient a un plan P de vecteur normal ulab,e ), il existe un nombre d tel que ax-+by+cz+d=0.
Cette égalité est 1'équation cartésienne de (P).
Inversement, a partir de 1'équation cartésienne d'un plan, il est toujours possible de donner les coordonnées d'un vecteur
normal : ce sont les coefficients devant x, y et z.
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