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2 Rappel de cours WP-CMS

Cliquer sur le numéro de page [ 26]

3 Quizz sur les suites numériques

Documents de référence :
— NiveauPremieére
— NiveauTerminale:Limitesdesuites

— NiveauTerminale:Suitesetrécurrence

4 Exercices - Niveaul:

4.1 ExerciceOl:

1/ On considere les suites U, V, W définies sur A4 par :

n

Up=3n+1 V= wy,=-n*+2n-1
n+1

Calculer les cing premier termes de chacune des suites.

2/ On considere les suites U, V, W définies sur A4 par :
{U0=2 Vo=2 W{ Wo=2

1% Vi )
Un+1=3Up+1 Vne1 = Wy =-Wi +2W, -1

W,+1
n
Calculer les cinq premiers termes de chacune de ces suites.

4.2 Exercice02:

Etudier le sens de variation des suites numériques suivantes :
2n+1 -n+4

T30+l "= on+s

n

4.3 Exercice 03:

Etudier le sens de variation des suites numériques suivantes :
5 2 5n+1
Un== (Z) Un=

+3

4.4 Exercice04:

5n

Soit la suites numérique U, telle que U, = 772 Yne N
n

1/ Cette suite est-elle monotone, majorée, minorée? 2/ A partir de quel rang est-elle strictement décroissante?
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5 Exercices — Niveau 2: WP-CMS

5.1 ExerciceOl:

Up=4

La suite Uj, est définie par U 0 Vne N
Ups1=-U%+5U,-4

1/ Calculer Uy, U,, Us

2/ Etudier le sens de variation de la suite U, .

3/ Quelle valeur aurait-il fallu donner a Uy pour que la suite soit constante?

5.2 Exercice02:

Soit U, la suite numérique définie par Uy = a et la relation de récurrence U4 = 71
=
1/ Calculer les cinq premiers termes de la suite. Que peut-on conjecturer? 2/ Pour tout entier naturel n , expri-

mer U, 4, fonction de U,, . Conclure.

5.3 Exercice 03:

+2
Soit la suite U, telle que U,, = M Vne N
(n+1)2

A - Approche « récurrente » :

1/ Vérifier 0 < U, < 1 pour tout entier nn .
2/ Montrer que la suite U est croissante. Qu’en conclure?

3/ Calculer limy_ ;oo Upn

B - Approche « fonctionnelle » :

x(x+2)

(x+1)2
1/ Montrer que f est continue, strictement croissante sur [0; +ool.

Soit f définie sur [0; +oo[ telle que f(x) =

2/ Calculer limy_. 100 f (X)

3/ Expliquer pourquoi I'approche « fonctionnelle » permet d’obtenir les résultats cherchés dans la partie A ,
U,(Up+2)

alors qu’elle n’aurait pas été applicable si on avait définie U par U, +1 = U117
n
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6 Corrigés—Niveaul: WP-CMS
6.1 Corrigé 01

1/ On considére les suites w, v et w définies sur IN par:

m=In+l v,.=L We=-m"+2m-1.
n+1

Calculer les cing premiers termes de chacune de ces suites.

. . . L . n . .
Les suites w . v et w ont une présentation fonctionnelle , amst v, = T est la traduction sur IN , de la fonction f:x — fix)

— sur .
x+1
Lorsque qu'une suite cst sous forme fonctionnelle , on peut dfmreme:r! calculer chaque terme de la suite.

Amnsi, mi2s=3x125+1=376.

wp=3x0+1=1,=3x1+1=4, w=3x2+1=7,m=3%x3+1=10 ,m=3x4+1=13.

O peut remarguer que la suite w est anthmétique, de raison r=+3.

| SO TP (O (S .. N - RN . (B
4 T R R T L T T N L ET T e T T
On peut remarquer que we=-r +2n— 1=+ =20+ 1), soit wy=-n—-1)".

wo=A0—-1F=-1, wmi=-(1-1P=0 ,ua=-2-1F=-1,ms=-3-1P=-4 ,mu=-(4-1)}=-9.
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2/ On considére les suites o, v et w définies sur IN par:

v =1
{"D:: : 5 ‘{wu=1 : i “
M Hae1 =3, +1 L ""”=1,.:.| W2 Wn—|=-W.!+IWg—l pour tout n .

Calculer les cing premiers termes de chacune de ces suites.
Les suites u.v et w ont une présentation récurrente , ¢'est-a-dire que 'on ne peut calculer chaque terme de la suite qu’en

fonction des termes qui le précédent, de proche en proche. %

=2 , i =3w+1=3=2+1=7 , wx:=3u, +1=3=T+1=22,
Wi=3ua+1=3222+1=67 , =3+ 1=3=67+1=202 .

2 2
cory oo Mo BB T e B B8 B 08. 0
vw+l 2+1 3 ot E+I R R e
3 3
2 2 2 2
™ N O . ¥y e AT
I T T T e T s W i
§~ 7tk 3
Utilisons Wy -1 =-w," + 2w, — 1 sous la forme vue au 1/ 1 was = <{wu— 1

w=2, wi==(wa—1==2=-1V=-1, wa=-{wn = 1P =--1-17=-4,
wi=Awr = 1P =4 -1P=-25 , wy=-(wa— 1P =-(-25-1F=-676.
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6.2 Corrigé 02 WP-CMS

I Etudier le sens de variation des suites numérigques suivantes :

a) = In+1
" 3m+1
: oy _2nt1 ; 3 ) _ix+]
La suite (w) définic par w, = I t] est donnée sous forme fonctionnelle , avec fix) il
1" méthode :
11 suffit d’étudier le sens de vanation de f sur [(; +eo[ , donc le signe de la dénvée fx) .
i V=¥ 5o
f—v::sf'— > ,d'ot:
2x+1 A3x+1)-3(2x+ 1) 1
= —— = 5 = > < : Fon| .
D=3 1 =48 (Gx+ 1F Grr1y 0 sur (05
La suite (w,) estdonc strictement décroissante sur IN .
2" methode :
. s Hn+1)+1 o 2nt+tl 2n+3 _2n+ 1 ={2r:r+ N3n+ 1) —(2n+143n+4)
el n+1)+1 3n+1 3n+4 3m+l Gr+13n+4d)
(6’ + 1ln+3)—(6n*+ 1ln+ 4) 1
n+1 — MHa=— = < a
i Gn+ 1)(3n+4) TR T it
On déduit : w, ., < w, ., pour tout n entier naturel, soit (u,) strictement décroissante sur IN .
-+ 4
h]‘ H._-IH"'S

-n+4  (-lin-4) n-4

Il est préferable d’écrire U=t 5 (1)(2n B A

La suite (uw) définie par w, = 2’::__45 est également donnée sous forme fonctionnelle : fix) = e

1°" méthode :

Il suffit d'¢tudier le sens de variation de f sur [(; +oo[ , donc le signe de la dénvée fx) .

f=£ :::f'=—u v:v u,d'cﬂ]:
v v

12x-5)-2x-4)__ 3

x—4
e L T T (2x- 5P

=0 sur [0; 4.

Attention !
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Attention !

: ; G 5 z . .
La fonction f n'est pas définie en +E = 2.5, donc n’est pas continue en ce point.
Elle peut done croitre ou décroatre brutalement en ce pomnt.

Or: m=ﬂ{}}=-|%=ﬂ._ﬁfu, =fil)y=+1,wm=A2)=+2 ( f est croissante pour n < 2)

Par contre : w; =f{3) =-1 { f est décroissante entre 2 et 3, du fait de sa non définition en %, puis redevient croissa

pour nz 3, comme I'indique la dénvée fx) ).

La suite (u.) cstdonc strictement croissante sur IN - {0;1;2}.

2tme mgthode :

y - (m+1)+4 B n—4 _ n+5 B n—4 ={n+5}{2ﬂ—5]—{n—4}{2n—3}_

TR A+ 1)-5  2m-5 In-3 In-5 {(Zn-3)¥2n-5) ’

L ={2n3+5n 25) - (2n* —1ln+ 12) _ lon 37

b (Zn-3)2n-15) (2n-3W2n-5)

3 T 37

Mn+i — My estdu signe de 16m — 37, qui s’annule en n=ﬁtl3l.

Doun: vpoy—n, =0 désque n= 3, soit u,., > u,, pour tout 7 entier naturel supérieur ou égala 3.
On conclue : (w,) strictement croissante sur N - {0; 1 ; 2}.
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6.3 Corrigé 03 WP-CMS

Etudier le sens de variation des suites numériques suivantes :

I

Bien que la suite () soit exprimée sous forme fonctionnelle , on ne peut procéder par dérivée, car ces fonctions

(exponentielles) ne sont pas du programme d une classe de Premiére.

s EanEl 5"_(5)" 5 )_](5)“ '
un-u—un——(4) +(4) =2 (-4+| = < 0, pour tout entier naturel »n.

On dédut = w,, -, < u, . pour tout n entier naturel, soit (w,) strictement décroissante sur IN .

+ 1

5
g =4
b) 3

Bicn que la suite (w.) soit également exprimée sous forme fonctionnelle , on ne peut procéder par dérivée, car ces

fonctions (exponentiefles) ne sont pas du programme d’une classe de Premiére.

ju-_? n+1 Su-_? LA e 1 fu+1 qe 5-'1"1
i ] = Hg = +3)- +3|= - = ——]l|=—x = =Jd= £
H 1 u (#'l j (4“ ) 4#-| 4# 4|‘| (4 J 4 4“ 4|‘| + 1 {4)

Dol : wa+1 — s <0, pour tout entier naturel n .

On déduit @ aw -1 < 4 . pour tout n enticr naturcl, soit (u.) strictement decroissante sur IN .
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6.4 Corrigé 04 WP-CMS

Soit la suite numérique {u,} telle que wu, =25Tﬂﬂg . quel que soit n entier naturel.

1/ Cette suite est-elle monotone, majorée, minorée 7

B i =%= 1,66, u1=%=%,u3=ﬁ= I,35,u4=1—=%= L11.

= [ =]

La suite est croissante, puis décroissante, done n'est pas monotone.

Les premiers termes de la suites semblent indigquer que la suite n'atteint jamais 2 .

Prouvons que 2 est un majorant de cette suite :

<2 & 2%;::2 & Sn<d+In’ & DR —Snt+a>0.

A=b" —4ac=-7<0. Donc le trindme est partout du signe de a = 2 , soit positif.

On peut affirmer que la suite {u,} est majorée par 2.

Elle est par ailleurs minorée par 0, puisque Ei_nnj 2 (), ¥n entier naturel.

La suite {u,} estdonc bornée.

2/ A partir de guel rang est-elle strictement décroissante 7

Sn+1) - Sn
2+(n+1y 2+n°

Mg = UMy &
Les termes étant positifs, on fait le produit en croix, sans envisager de changement de sens :
M+ D2+m)<n2+@n+1)] &+’ +n+2<n+2+3n = ' +n-2>0.
Ce trindme admet n=1 et n=-2 pour racines.

Il est positif 4 'extérieur de ses racines, soit # <-2 ou n=1.

n étant un entier naturel, on peut affirmer que la swte est décroissante & partir du terme w3, (13 < 13}, ce que confirn

les premiers termes de la suite.
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7 Corrigés —Niveau 2 : WP-CMS

7.1 Corrigé 05

ﬂ'|}=4
Pour tout ne IN : u,4|=qu,,.z+5u_—‘l B

1

La suite (n,) est définie par {

1/ Caleuler ny, w: et us.
wy=-uy + Sup-4=-16+20-4=0,
u1=-u|l-r5ul - = -

y=-tty” + Sy —4=-16-20-4=44 .

2/ Etudier le sens de variation de la suite (n,) .
Bp s — Mg = f-uﬁ.z + S50, -4) =y, = -H,,: +du, -4,
W —u, = ul—du +4=—(u-2).

On déduwit que w, ., —u, =0, soit v, <u, pour tout entier naturel » .

La suite (u,) est décroissante , ce que I'on pouvait conjecturer sur les premiers termes.

3 Quelle valeur aurait-il fallu donner &4 wy pour que la suite soit constante 7
(u,) constante < wu,,, =4, < u,,,— 4, =0, pourtout ne IN.

D’aprés 2/, on déduit qu'il faut (u, —2)* =0, soit u, =2 .

On constate en effet qu'en posant u, = 2, tous les autres termes de la suite valent 2 , puisque :

M,=2 =5 Uy =it Sy, —d=d+10-4=2.
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7.2 Corrigé 06 WP-CMS

Seit (n,) la soite numérique définie par wy=a et la relation de récurrence g, ., =E“+—:.
1/ Caleuler les cing premiers termes de la suite. (Jue pent-on conjecturer 7
Hp=a
i+l _a+l
uy, = =
-1 a-1
+
Ib L
H=ul+l=a“1 ={ﬂ+l}+{.a.-ll=2—a'=a=ﬂ
fwm=1 g+l |, (@+D-fa-1) 2 o
a-1
= _ul-‘-l:a-‘-l:u
# -1 a-1 I
atl
+1
w+l_a=1 o
4_11_1,- 1 a+1 ot
-1
a-1
: o ; +1
La suite semble étre périodique, prenant alternativement pour valeurs : a et T

2/ Pour tout entier naturel », exprimer u,.; en fonction de n, . Conclure.

u. + 1
[T R g+ 1)+ (=13 2u .
T =—= it 1 Bl Iy ]=—“=uﬂfpourmutcm1crnaturcl n.
Bpep—1 uﬂ+1_1 (u,+ 1) =(u.—-1) 2

u, -1

a

On constate bien la périodicité 2 de la suite (n,) . qui prend done successivement et répétitivement

+
les valeurs {rm,u|}=(ﬂ+2 > |1}
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7.3 Corrigé 07 WP-CMS

Soit la suite u telle que w,= i{iﬁlf)- pour tout entier naturel n .

A - Approche « récurrente » :
1/ Vérifier 08 u, S 1 pour tout entier n .

ICnmrm n =0, 1"écnture de u, permet d'atfirmer u, 2 (.

dont on dedwut —{—--"2-

Par ailleurs, n{.rr+2}=u:+2n__alors que (rn+ |]3=n3+2n+ l,d'oa nin+2)<({n+ t} ERY:
soit u, < 1.

2/ Montrer que la suite u est croissante. Qu’en conclure ?

{u+[){n+3‘] n{n+2} {n+L}3{n+3}-n{n—12f= n+3 g
n+2F (m+1) m+ 17 n+2) m+ 1+ 2y aprés développement.

Hgeg —lp =

On constate bien que i, — u, =0, soit w,., > u, pour tout entier » . La suite 1 est bien croissante avec n .

Etant croissante, majorée par 1, lasuite u converge vers une limite [ telleque 0=/<1.

3 Calculer lim wu,.

LR ]
_ n{rr+”‘] {u+t‘]1-n{n+2}= . he
l=u,=1 1) 1 WTERT aprés développement.
Comme lim —l_r= 0., ondéduit lim w,=1.
wong B 1 1) n—t o

B - Approche « fonctionnelle » : Soit f définie sur [0 ; +e=| telle que fix)= T“}_‘%)

1/ Montrer que f est continue, strictement croissante sur [0 ; +ef .
[ est définie, continue, dénivable sur IR+ , comme rapport de polyndmes, sachant que le dénominateur ne

s'annule pas sur R. .

.r’ +2x Hv-vu {lr+2]|{.t-r1]|‘ 2{x+1‘]{t +lr‘]
ey Done f= 2= fr=8EE o i e

flx)=

i
Aprés développement, on obtient f'(x) = {t_—tﬁ! . On constate " (x) >0 pourtout x=0.

La fonction f est strictement croissante sur [R. .
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2/ Caleuler lim fix).

X —% oo
7

5 . d 5 : b %
[ se comporte aux infinis comme le rapport de ses plus hauts degreés, soit  Iim f/{x) = i I
X =4 teo N

3/ Expligquer pourguoi I'approche « fonctionnelle » permet d’obtenir les résultats de la partie A , alors qu’elle n*aurai

+
été applicable si on avait définie w par ., = —"{:{E_:I—}gl-l 4

L'approche « fonctionnelle » résout les questions poscées dams la partie A . parce que m, est définie sous f

Sonctionnelle : f{n)= M 5

(m+2Yy
gt ; u, (1, + 2 p : g i .
Par contre, si I'on pose wp=1 ., pmis u,, = T:l}?{Tr'TFl L SOIt pyey = (1) . forme récurrente, I'évolution de u ne s
n

pas nécessairement dans le sens croissant :

R B =% =075 . us =%= 06T . 5 =064 ... .

L’évolution de la suite # n'a plus nen i voir avec les vanations de f.

En conclusion, il est fondamental de distinguer les définitions récurrentes ou fonctionnelles des suites.

8 ANNALES BACCALAUREAT MATHEMATIQUES
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BAC 2025 - Mathématiques

Enoncé

Exercice 4 (5 points)

Une équipe de biologistes étudie I'évolution de la superficie recouverte par une algue
marine appelée posidonie, sur le fond de la baie de I'Alycastre, prés de l'lle de
Porguerolles.

& La zone étudiée est d'une superficie totale de 20 hectares (ha), et au premier juillet
2024, la posidonie recouvrait 1 ha de cette zone.

Partie A : étude d’'un modéle discret

Pour tout entier naturel n, on note w,, la superficie de la zone, en hectare, recouverte
par la posidonie au premier juillet de I'année 2024 + n. Ainsi, u, = 1.

Une étude conduite sur cette superficie a permis d'établir que pour tout entier
naturel n :

Uypq = —0,02u2 + 1,3u,.

1. Calculer la superficie que devrait recouvrir la posidonie au premier juillet 2025
d'aprés ce modéle.

2. On note h la fonction définie sur [0;20] par h(x) = —0,02x* 4 1,3x.
On admet que h est croissante sur [0 ; 20].

a. Démontrer que pour tout entier naturel n, 1 < u,, < u,,, < 20.
b. En déduire que la suite (u,) converge. On note L sa limite.
c. Justifier que L = 15.



3. Les b!ﬂlﬂnglES souhaitent savoir au bout de def seuil():

combien de temps la surface recouverte par la n=0

posidonie dépassera les 14 hectares. u=1

a. Sans aucun calcul, justifier que, d’aprés ce while ... .
modéle, cela se produira. e

b. Recopier et compléter I'algorithme suivant ue
pour qu'en fin d'exécution, il affiche la réponse e turr;.mru1 """
a la question des biologistes.

Partie B : étude d’'un modéle continu

On souhaite décrire la superficie de la zone étudiée recouverte par la posidonie au
cours du temps avec un modéle continu.

Dans ce modéle, pour une durée t, en année, écoulée a partir du premier juillet
2024, la superficie de la zone étudiée recouverte par la posidonie est donnée par
f(t), ol f est une fonction définie sur [0 ; +co| vérifiant :

o f(0)=1;

* fnes'annule pas sur [0; 4o ;

* [ estdérivable sur [0; +oof ;

» f estsolution sur [0 ; +oo| de 'equation différentielle (E,) : ' = 0,02y(15 — y).

On admet qu’une telle fonction f existe ; le but de cette partie est d'en déterminer
une expression.
On note f' la fonction dérivée de f.

1. Soit g la fonction définie sur [0 ; +-co| par g(t) = J%

Montrer que g est solution de I'équation différentielle (E;) : y' = —0,3y + 0,02.
2. Donner les solutions de I'équation différentielle (E3).

3. En déduire que pour tout t € [0; 40| :
f(t) =

15
14e 03T + 1

4. Determiner la limite de f en +oo.

5. Résoudre dans l'intervalle [0 ; +oo[ 'inéquation f(t) > 14. Interpréter le résultat
dans le contexte de I'exercice.



Partie A

Partie A
1. On cherche :
u, =-002x1+13x1=-0,02+13=128

[Ea superficie recouverte par la posidonie au ler juillet 2025 est donc 1,28 ha.

2. a. Montrons par récurrence que 1 < u,, < i, = 20
Initialisation : uy = 1 € [1; 20| Etonavuque uy = 1,28 = u,
Hérédité : supposons que 1 < u,, < uy4q = 20

h est croissante sur [0; 20] (admis), donc :

Unpr =h(u) = h(1) =u; =1 et up,q < h(20) = —0,02 X 400 + 1,3 X 20
=-8+26=18

Donc Uy,4, < 20
Et comme h croissante, on a . = h(u,) = h{u,—1) = u,
Conclusion : la suite est croissante, majorée par 20, et u,, = 1.
2. b. La suite est croissante et majorée, donc elle converge. On note sa limite L.
2. c. Alalimite, on a lim u, = L, donc:

L=-002L+13L=0=-0,02L*+03L=20=L(—-0,02L+03)=L=0 ou L
0,3

=— =15
0,02

Mais la suite est toujours 2 1 donc L = 15

3.a. Le modéle est croissant, donc a partir d'un certain rang n, u,, = 14. Cela arrivera
forcément puisque la limite est 15 > 14.

3.b. Complétons l'algorithme :

def seuil():
n=0
u=1
while u <= 14:
n=n+1
u=-0.02*u**2+1.3%u
return n




Partie B

Partie B
1. On dérive g :
oo P 002f(DAS (1) 15— f(1)
q E:t} =" FO? = ﬂjﬂz—ﬁt} = —0,3 + 0,02g(t)
Donc :

On a bien montré gue g est solution de (E2).

2. C'est une équation linéaire du ler ordre. On peut écrire :

« Solution de I'équation homogéne : ¥, (t) = Ce~ %3

0,02 1

* Une solution particuliére : y,(t) = TERET

Donc la solution générale est :

1
— =03t
y(t)=Ce + 15

3. Rappel : g(t) =ﬁ = f(t) =$

Donc :

1 3 15
1 15Ce=03t 41
15

ft) =
Ce-03t 4

Utilisons f(0) = 1 pour déterminer C :
1] ——5 —l::-l,'in':‘+1—‘15:‘“2‘—“l
IO =15c71" N ~15
Donc :

15

t) = ——
0 =T 1

4. lim f(t) =— =15

b O 1

Donc la superficie tend vers 15 ha avec le temps, comme dans le modéle discret.

. On cherche :

14

f(e) > 14 = ST w115

T 1o



On inverse (car les deux membres sont positifs) :

—03t 15 o3t _ 19 _ 1 oz L 1
14e +1{ﬁ=514|‘3 {E 1—E=5|E {mﬁ ﬂjiﬁll‘i(ﬁ)ﬁf
_|,.(L) In(196
- 196/ _ In(196)
0,3 0,3

5,278
In(196) = In(14%) = 2In(14) ~ 2 X 2,639 = 5,278 = t > ——— ~ 17,59

¥

Donc, au bout de 18 ans, la superficie dépassera les 14 ha.

Interprétation : D"aprés le modéle continu, la posidonie dépassera 14 hectares aux alentours
de I'année 2042,
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Enoncé

Exercice 1 (4 points)

Pour chacune des affirmations suivantes, indiquer si elle est vraie ou fausse. Chaque
reponse doit étre justifiee. Une réponse non justifiée ne rapporte aucun point.

1. On considére la fonction f définie sur R par : f(x) = Sxe™".
On note C; la courbe representative de f dans un repére orthonorme.

Affirmation 1 :
L'axe des abscisses est une asymptote horizontale a la courbe C;.

Affirmation 2 :
La fonction f est solution sur I de I'équation differentielle (E) :y' + y = 5e™*.

2. On considere les suites (u,), (v,) et (w,,), telles que, pour tout entier naturel n :
Uy = Uy = Wy

De plus, la suite (u,,) converge vers —1 et la suite (w,,) converge vers 1.

Affirmation 3 :
La suite (v,) converge vers un nombre réel [ appartenant a l'intervalle [—1; 1].

On suppose de plus que la suite (u,,) est croissante et que la suite (w,,) est
décroissante.

Affirmation 4 :

Pour tout entier naturel n, on a alors : u, < v, < wy.



Partie A

Exercice 1 : Vrai ou faux (fonctions et suites)

1.

Affirmation 1: Pourtout x E R, f(x) = 5xe ™ = j—x

x

= X s M . 3
Or, lim — = 0 par croissance comparée, donc lim f(x) = 0 par produit.
oo €5 K00

Donc, C; admet pour asymptote horizontale en +co la droite d'équation x = 0, soit I'axe des
abscisses. Donc 'affirmation est vraie.

Affirmation 2 : [ est dérivable sur R comme produit de fonctions dérivables sur .
Pourtout x € R, f'(x) = 5™ — 5xe ™.

Dong, pourtout x € |, ["(x) 4+ f(x) = 5™ — S5xe™ + S5xe™

D'ol : pour tout x € |, f"(x) + f(x) = 5e™. Donc f est solution de (£).

Ainsi, I'affirmation est vraie.

2.
Affirmation 3 : On pose : pourtoutn € M, u, = —1,v, = cos(n) etw, = 1.
Pourtoutn € M,—1 < cos(n) < 1,donc u, < v, <w,.
Pourtant, la suite (1) n"admet pas de limite en +co. C'est un contre-exemple.

Donc, Iaffirmation est fausse.

Affirmation 4 : On a supposé que la suite (u,, ) est croissante. Ainsi, pour tout n € M, uy = w,,.
De méme, comme la suite (w, ) est décroissante, ona : pourtoutn € M, w, = w,.
Ainsi,ona:pourtoutn € M,uy, < u, < v, =w, < wy, doncpourtoutn € M, uy; < v, = w,.

Donc, laffirmation est vraie.
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Enoncé

Exercice 3 (5 points%

Une entreprise a cree une Foire Aux Questions (« FAQ ») sur son site internet.

On étudie le nombre de questions qui y sont posées chague mois.

A

Partie A : Premiére modélisation

Dans cette partie, on admet que, chaque mois :

+« 90% des questions déja posées le mois précédent sont conservées sur la FAQ ;

+ 130 nouvelles questions sont ajoutées a la FAQ.

Au cours du premier mois, 300 questions ont éte posées.

Pour estimer le nombre de questions, en centaines, présentes sur la FAQ le n-ieme
mois, on modélise la situation ci-dessus a l'aide de la suite (u,,) définie par :

u, = 3 et, pour tout entier naturel n = 1, u,,, =09 u, + 1,3.

1. Calculer u, et u, et proposer une interprétation dans le contexte de I'exercice.

2. Montrer par récurrence que pour tout entier natureln = 1 :

100
Uy = 13—T>< 0,9".

3. En déduire que la suite (u,,) est croissante.
4, On considére le programme ci-contre, écrit en
langage Python.

Déterminer la valeur renvoyée par la saisie de
seuil(s.5) etlinterpréter dans le contexte

de I'exercice.

def seuil(p) :
n=1
u=3
while u<=p :
n=n+1
u=0.9%u+1.3
return n




Partie B : Une autre modélisation

Dans cette partie, on considére une seconde modélisation a I'aide d'une nouvelle
suite (v, ) définie pour tout entier naturel n = 1 par:
— —0.19x({n—-1
v,=9—6xe (n-1)

Le terme v, est une estimation du nombre de guestions, en centaines, présentes le
n-iéme mois sur la FAQ.

1. Préciser les valeurs arrondies au centieme de v, et v,.

2. Determiner, en justifiant la réponse, la plus petite valeur de n telle que v,, > 8,5.

Partie C : Comparaison des deux modéles

1. L'entreprise considére qu'elle doit modifier la présentation de son site lorsque
plus de B850 questions sont présentes sur la FAQ. Parmi ces deux
modélisations, laquelle conduit & procéder le plus tét & cette modification ?
Justifier votre réponse.

2. En justifiant la reponse, pour quelle modélisation y a-t-il le plus grand nombre
de questions sur la FAQ & long terme ?



Partie A

Premiére modélisation

L w=09x3+13=4det up =0.9x4+13 =49 Au 2éme mois de la FAQ, la modélisation prévoit
400 questions et an 3éme mois elle en prévoit 490,

100
2. Notons, ¥n € M, Hin) la propriété "u, = 13 — o s (), 077

Initialisation : wug = 3 et 13 — % % 0,9 =13 — 10 = 3. Done H(0} est vraie.
Hérédité : soit N € B, Supposons que H(N) est vraie, ie uy = 13 — ﬂ,ﬂ x 0, 9%, Montrons H(N + 1).
On part de la définition de la suite

100 . 100 . 100 .
11,-\;.,_1:D,f]u,-\.r+1,3=ﬂ.9x(13— o xﬂ.Q”)+1,3:ll,?— 9 0,00 413 = 13- g % ), Y+

Clest H(N +1)!
Conelusion : on a prouvé que ¥ € M, H(n) est vraie.

La propriété est démontrée par principe de récurrence.

100 100 10
B et — iy = ——= % (0,971 —0,9") = == x 0,97 x (1 -0,9) = = x 0,9" = 0,9""" > 0. Ainsi, la

suite (w,) est croissante.

4. Ce programme renvole le premier rang N tel que uy > p. Dans le cas présent,
100 T 100 n = ]
Wy = 8,0 = 13— 9 #0,9" = 8,5 = 9 0,0 < 405 = 0,9" < 4,5x0,09 == 0,9" < 0,405

Par application du log strictement eroissant sur BF,

log(0, 405
nlog(0,9) < log(0,405) <= n > % — n>857

Le programme renvoie done N = 9.



Partie B

Une autre modélisation
Ln =9—6=2300et o =9 — 6™ ~ 4, 04.

2. On cherche n tel que v, = 8,5 :

In(12)
0,19

—0.19(n—1) _ 0,5

g — e 0N — g 5 e g
) ’ ) i)

= —0,19(n —1) = —In(12) == n=1+

On trouve aprés caleuls no= 15,

Partie C
b

Comparaison des deux modeéles

1. Il s’agit de comparer les questions A4, et B.2. . La premiére modélisation dépasse les 850 questions au
Séme mois alors que la denxitme ne les dépasse gqu'an 158me mois. La premiére modélisation conduit
done a la modification la plus prématurée.

2. 11 s'agit en fait de caleuler les limites des deux suites (u,) et (v, ). Le cours sur les suites géométriques
nous assure que pour —1 < g < 1, nliplilx g™ = 0. Donc par opérations sur les limites

100

lim :13_TX0=13

T
n—+aa

De plus, on sait que  lim  exp(—n) = ) done par opérations sur les limites :
f—+o

lim v, =9-6x0=9

n—s—4o0

La lére modélisation prévoit le plus de gquestions @ an maximmuin 1300 alors que la 2éme modélisation
n'en prévoit gue 900.
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Suites Numériques - Forme fonctionnelle ou récurrente.

On appelle suite numérique toute fonction u:neN — u(m) e R.

Autrement dit : Toute fonction f peut devenir swuite . Il suffit que son domaine de définition
soit IN ensemble des entiers naturels.
Ainsi :
2x

-3 .
1 devient u:IN—> R ,telle que u(n)=

2n-3
n+1°

f:R >R telle que fix)=

L’usage veut que I’image u(n) soit notée u, (u indice n) :

3l 13
=3, =, =, U=

Une suite est sous forme fonctionnelle sila formule proposée pour u, est directement
transposable en écriture « fonction », donc permet le calcul immédiat de un pour toute

valeur de n.

2n—
Un =

3 . 43
= est une forme fonctionnelle : w23 = 5,
n+1

24°

Graphe d’une suite (courbe représentative) - forme fonctionnelle :  wu,+1 =f{(n) .

A I’identique des fonctions de R — R , une suite numérique possede une représentation
graphique, constituée des seuls points d’abscisses entiéres x = n.

2n-3 s . . _2x-3
On Pextrait de celui de flx) = el

Exemple : Graphe de un =

n+tl’

On peut éventuellement constater que les valeurs de u, s’accumulent au point E(L ; L)

d’intersection entre Cy et la bissectrice y=x. On peut alors affirmer lim w,=L.
n —+wo

Exemple :  Soit la suite u telle que un+1 =~2un+1,avec uo=0. Tracer la courbe

représentative de u

On constate que la suite u est croissante , bornée par 0 et L=1 +\/§ limite de la suite,

solution de f(x)=x.

Suite monotone :
Une suite numérique est dite monotone (croissante ou décroissante) si la progression de ses

termes successifs I’est, ¢’est a dire ne s’inverse jamais.

Une suite estsous forme récurrente sila formule proposée pour u, n’est pas directement
transposable en écriture « fonction », et ne permet le calcul de un que de proche en proche,

a partir des ordres précédents.

Un=2un-1+1 estune forme récurrente.
Chaque terme est le double de celui qui le précede, augmenté de 1.

Si wo=-3,ondéduit u1=2u0+1=-5,u2=2u1+1=-9,u3=2u2+1=-17 .....

Pour amorcer une suite récurrente, il faut en connaitre un ou plusieurs termes, et la facon

de passer d’un ou plusieurs termes de la suite a leur successeur (relation de récurrence).

La majorité des problémes de suites , consiste a retrouver ’écriture fonctionnelle , a partir

de I"écriture récurrente.
Une suite sous forme récurrente n’étant qu’une autre présentation d’une suite fonctionnelle,
elle admet également un graphe, mais il faut calculer, de proche en proche, chaque ordonnée

un pour chaque abscisse n .

Graphe d’une suite (courbe représentative) - forme récurrente :

un+1 = flun) + valeur de départ wo ou w1 .

On trace le graphe de f: R — R , ainsi que la 1°° bissectrice des axes y=x.

- Partant de I’abscisse uo (par exemple), on cherche son ordonnée u1 =f{uo) ala
verticale, sur Cy .

- On méme ensuite I’horizontale jusqu’a couper y =x en Mi(u1 ; u1) (w1 en abscisse
et en ordonnée).

- On méme ensuite la verticale jusqu’a I’ ordonnée w2 =fu1) a la verticale, sur Cy .

- On méme ensuite I’horizontale jusqu’a couper y =x en Ma(uz ; uz) (u2 en abscisse
et en ordonnée).

- On réitere le processus pour les autres valeurs de un .
2

Le résultat est positif pour tout entier positif n .

D’ou: un+1- un 2 0 VneN & u croissante.
Le graphe ci-dessus de la suite vérifie ce résultat, on constate bien que les valeurs ux
croissent avec n , et on les voit se bloquer sur la hauteur y =2 de I’asymptote horizontale,

ce dont on parlera plus bas.

Suite majorée , minorée , bornée :
Une suite est dite majorée (ou minorée) si et seulement si tous ses termes u, restent

inférieurs (ou supérieurs) a une quantité 4 appelée Majorant (ou minorant) de la suite.

u majoréepar A <& un < A VneNlN.
u minoréepar B < u, 2 B VnelN.

u bornéeparAet B & A<u,< B VnelN.

u croissante < Un+1 2 Un poUrtout n < Un+1 - Un 2 0 VneN.

u décroissante < up+1 < un pourtout n < un+1 - un <0 VneN.

Soit _2n-3 ifi { croissante -
oit uy =" "=, vérifions que u est croissante :
_2n+1)-3 2n-3 _2n-1 2n-3_Q2n-Dn+1)-Q2n-3)(n+2)

st =W ="y +1 n+l1 n+2 n+l m+2)@n+1) ’

-5
n+1)@m+2)°

Un+1—Un=

Veérifions, pour la suite précédente, qu’elle est majorée par 2, comme I’exprime son graphe.
Pour des commodités de calcul, plutét que de montrer u, < 2, on comparea 0,

soit un—2< 0 VneN.

2n-3 @Qn-3)-2(m+1) 5 .
—2= = <
PES 2 P PETE 0 pour tout entier naturel n .

un—2=

La suite est majorée par 2. Toute valeur supérieure a 2 est également majorant de la

suite, mais son graphe semble indiquer que 2 est le plus petit de ces majorants.

Convergence - Divergence d’une suite numérique :

Si, lorsque I’ordre n s’accroit jusqu’a devenir infini, les termes u, de la suite se
concentrent sur une valeur L jusqu’a se confondre avec elle, la suite est dite convergente

vers L ,cequel’onnote lim w,=L.
n —+owo

(qui est Iu : « limite de u. égal L » ).

2n-3 . - .

Pour u,=="—-, selon le rapport des plus hauts degrés, on vérifie lim wu,=2.
n+1 n —+owo

Si, au contraire, les termes u, tendent vers I’infini lorsque n — +o0, la suite est dite

divergente.
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